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Resumen

Los errores frecuentes de estudiantes en tareas de resolucion de problemas pueden otorgar conocimiento
util para la mejor comprension de su manera de pensar, asi como también para, posteriormente, reforzar
su capacidad de resolucion de problemas y, consecuentemente, el proceso de ensefianza-aprendizaje de
las matematicas en la escuela. Este estudio examind una muestra de 263 estudiantes chilenos destacados
de 3 niveles escolares distintos. Los estudiantes de cada nivel escolar produjeron una resolucion escrita
de un problema logico-matematico diferente sobre nimeros y algebra. El analisis de errores mostrd la
aparicion involuntaria de argumentos falaces tipicos en la muestra de estudiantes. Ademas, se descubrieron
algunos patrones de errores que parecen depender fuertemente del contenido matematico considerado y

que muestran cierta independencia de las otras variables.

Palabras clave: algebra, analisis de errores, argumentos falaces, causas del error, nimeros, resolucion de

problemas.

Abstract

Frequent students’ error patterns in problem solving tasks may give useful knowledge to better understand
their way of thinking. This knowledge is also useful to strengthen students’ problem solving skills and,
consequently, to improve the teaching/learning process of school mathematics. This study examined a
population of 263 high-performing Chilean students from 3 different school levels. The students had to
produce a written solution of a different logical-mathematical problem concerning numbers and algebra.
Error analysis indicated that several typical fallacious arguments involuntarily arose on students’ sample,
as well as some error patterns that seemed to strongly depend on the particular mathematical content of the

task, showing some independence of the other variables involved.

Keywords: algebra, error analysis, error causes, fallacious arguments, numbers, problem solving.
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El desarrollo del analisis de los
errores en educacion matematica acu-
mula ya una buena cantidad de afios
(Radatz, 1979), observandose en este
periodo como la manera en que se
concibe el error ha madurado con el
tiempo. Desde enfatizar el aspecto
negativo del error, con el objetivo de
erradicarlo o disminuir lo méas posible
su nefasta aparicion, se ha pasado a
concebirlo como una fase natural e in-
evitable en el proceso de construccion
del conocimiento (Borasi, 1987). En
efecto, los errores en matematicas no
son simplemente el desafortunado re-
sultado de un descuido o distraccion,
sino que son la consecuencia de pro-
cesos especificos cuya naturaleza debe
ser puesta en relieve (Ginsburg, 1977).
En matematica predominan los errores
sistemdticos, con respecto a los erro-
res por azar u ocasionales, y por este
motivo, ellos permiten visualizar los
procesos mentales que han llevado al
estudiante a un comprension equivo-
cada (Rico, 1995).

Hoy en dia es ampliamente reco-
nocido que del analisis de los errores
cometidos por los alumnos, si se ana-
lizan detalladamente, pueden obtener-
se sugerencias utiles para el disefio de
estrategias que permitan mejorar el
proceso de ensefianza-aprendizaje de
las matematicas (Fiori y Zuccherini,
2005). Sin embargo, se ha observado
que resulta bastante complejo lograr
una clasificacion clara de las eventua-
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les causas de un error especifico. Un
mismo problema matematico puede
llevar a errores con diferentes cau-
sas, y el mismo error puede aparecer
en distintos procesos de resolucion
de problemas (Radatz, 1979). Asi, el
identificar y analizar errores paradig-
maticos, que muestren una causacion
simple, resulta especialmente relevan-
te.

Por otro lado, la resolucion de pro-
blemas ha sido y es un elemento ba-
sico del quehacer matematico en ge-
neral y de la matemadtica escolar en
particular (Stanick y Kilpatrick, 1988)
y una linea de investigacion natural es
el intento de comprender mejor el pen-
samiento y las argumentaciones dadas
por los estudiantes cuando se enfren-
tan a problemas matematicos, con el
fin de mejorar su capacidad de resolu-
cion de problemas y, en consecuencia,
su desempefio en matematicas.

La presente investigacion se enfo-
ca analizar los errores cometidos por
tres grupos de estudiantes destacados
del sistema escolar chileno al enfren-
tar tres problemas no rutinarios de
matematicas, uno para cada grupo. Se
trata de comparar estos grupos y bus-
car patrones comunes de errores, cuyo
analisis puede proveer utiles perspec-
tivas sobre lineas argumentativas erra-
das que aparecen de manera reiterada
y que muestran cierta independencia
respecto de diferentes variables como
aspectos socio-culturales, género, mé-
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todos de ensefianza e incluso edad de
los estudiantes. Se plantea un proble-
ma distinto a cada grupo, con excep-
cion de un problema comun que se
plantea a dos grupos diferentes. Se
pretende, asi, analizar la persistencia
de los tipos de error incluyendo, ade-
mas de las variabes ya mencionadas,
la variable disciplinaria especifica in-
herente a cada problema.

Los problemas seleccionados co-
rresponden dentro del marco curricu-
lar chileno, a los ejes matematicos de
“Numeros” y “Algebra”, siendo ele-
gidos considerando un nivel progre-
sivo de conocimiento disciplinar: un
problema planteado en un nivel basi-
co de conteo, otro de nivel medio en
operatoria aritmética y un problema
de orden superior en algebra. Estos
problemas fueron seleccionados den-
tro del conjunto de problemas que los
estudiantes enfrentaron una actividad
denominada “Campeonato de Ma-
tematica”, en donde se les exige que
sus respuestas tengan una adecuada
justificaciondel razonamiento o ar-
gumentos que la sustentan. Ademas,
las pruebas aplicadas consideran un
tiempo adecuado para su desarrollo (3
preguntas con tiempo maximo de dos
horas) para evitar el riesgo de cometer
errores por premura, inatencion o poca
comprension del enunciado, pues su
solucioén no se reduce a un dato final
u operatoria sin fundamento, y la re-
vision del problema considera ademas
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los esfuerzos e intentos por abordar el
problema.

Cada problema aplicado fue cons-
truido cautelando su pertinencia, en el
sentido que los contenidos matemati-
cos implicados estdn en concordancia
con los aprendizajes esperados del
respectivo nivel educativo. Ademas,
los problemas abren la posibilidad
de poner en practica por parte de los
alumnos diversas estrategias de razo-
namiento para encontrar el patrén o
logica subyacente, desde las mas ela-
boradas (abstraccion, generalizacion),
hasta las mas elementales (razona-
miento exhaustivo de casos, ensayo y
error), en donde estas ultimas requie-
ren generalmente de una resolucion
mas extensa, y que involucra un traba-
jo laborioso, ordenado y perseverante.
Al ser un tipo de problema planteado
en un contexto extra-curricular, se
evita que los estudiantes enfrenten su
resolucion mediante la llamada “trans-
ferencia analdgica” (Goémez, Solaz, y
Sanjosé, 2012), en donde el profesor
resuelve un conjunto de problemas
basados en algun procedimiento, ley
0 teorema, y a continuacion propone
“problemas analogos” a aquellos de-
sarrollados, para que los estudiantes
intenten resolverlos.

Por otro lado, si bien la secuencia
curricular jerarquizada es conteo-arit-
mética-algebra, con la intencion de
realizar un estudio comparado entre
dos niveles educativos, se optd por
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formular un problema de conteo con
un nivel de dificultad de resolucién su-
perior al de aritmética, de manera que
se presentara como desafiante para
ambos niveles. Es decir, que desde el
punto de vista de los investigadores
que eligieron los problemas, la jerar-
quia de acuerdo a su dificultad de re-
solucion viene a ser aritmética, conteo
y algebra.

Como objetivos de la investiga-
cién se desea analizar la proporcion
y tipologia de las respuestas erroneas
dentro de una muestra de respuestas
elegidas al azar de un conjunto de es-
tudiantes que participaron de la acti-
vidad “Campeonato de Matematica”
organizado por la Facultad de Ciencias
Fisicas y Matematicas de la Universi-
dad de Concepcion. Especificamente,
se plantea examinar si la naturaleza
y proporcion de los errores se dife-
rencia en funcién del tipo de proble-
ma (conteo, aritmético, algebraico) y
también de variables como el género
de los estudiantes o su nivel educati-
vo. Finalmente, se persigue relevar y
analizar cualitativamente algunos ti-
pos de errores que por su recurrencia o
particularidad constituyan la base para
generar estudios de caso destinados a
ser incoporados como mecanismos de
reflexion en procesos de formacion
inicial o de profesores de matematicas
en ejercicio.

Se postula la hipdtesis que la na-
turaleza comun de los dos problemas
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del eje matematico de Numeros (el de
conteo y el de aritmética) redundara
en una tipologia similar de errores en
el examen de las respuestas incorrec-
tas, fundamentalmente errores de tipo
logico y técnico.Del mismo modo, se
postula que los errores de los estudian-
tes que no logran resolver correcta-
mente el problema de conteo son simi-
lares independientemente del género y
del nivel educativo que posee (segun-
do ciclo basico y ensefianza media en
el sistema chileno, equivalentes a la
Educacion Secundaria Obligatoria y
Bachillerato en el sistema espafiol).
Finalmente, se postula a que frente a
la dificultad inherente del problema
de nivel superior (algebra), los errores
predominantes sean del tipo uso inco-
rrecto de resultados y/o definiciones
y/o errores al operar algebraicamente
por sobre los de tipo l6gico y técnico.

Método

La investigacion es de tipo mixto,
pues contempla por una parte, un di-
sefio descriptivo correlacional y, ade-
mas, un analisis cualitativo, de carac-
ter descriptivo con soporte grafico que
da cuenta de algunos casos singulares
de errores que propicien el estudio de
casos, al considerarlos como estrate-
gias correctas para enfrentar el proble-
ma, pero que por alguna razén, en su
desarrollo o forma de implementarla
dan lugar a errores de razonamiento.
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Participantes

La poblacion objeto de estudio esta
constituida por el conjunto de regis-
tros de respuesta en formato escrito
de las pruebas de las diversas jornadas
del Campeonato de Matematica que
organiza anualmente la Facultad de
Ciencias Fisicas y Matemadticas de la
Universidad de Concepcion. Durante
los ultimos anos, la cantidad de alum-
nos participantes ha sido cercana a los
1300, distribuidos entre los cursos de
5° ano basico a cuarto aflo medio del
sistema educativo Chileno (niveles
equivalentes a 5° afio de Educacion

Primaria hasta 2° afio de Bachillerato
en Espana), realizdndose cinco fechas
por afio, de acuerdo a las cuales se de-
finen los puntajes finales y la premia-
cion. Para garantizar un trabajo indivi-
dual, en cada aula de examinacion se
contemplaba la permanencia de uno o
dos monitores(as), que son estudiantes
Universitarios de cursos superiores.

Los estudiantes fueron elegidos
por un muestreo de tipo probabilistico
aleatorio estratificado, con un nime-
ro equilibrado de hombres y mujeres,
quedando constituida de la siguiente
forma.

Tabla 1. Distribucion de la muestra de respuestas analizadas en funcion del problema, género y nivel

educativo de los estudiantes

Problema
r‘:;gg::;;z) Conteo Algebra
Curso Hombre  Mujer  Hombre  Mujer  Hombre Mujer
Sexto de Educacion Primaria 52 48 - - - -
Segundo ESO - 42 31 - -
Primero de Bachillerato - 51 42 51 42

Material, procedimiento y analisis
estadisticos

Se procedi6 a examinar y tabular
las respuestas de tres problemas, se-
leccionados del conjunto de pregun-
tas elaboradas para el Campeonato de
Matematica, cuyos enunciados son los
siguientes:

Problema aritmético, para estu-
diantes de sexto afio de primaria: En
un torneo interescolar de tenis se ins-
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criben 64 jugadores. Si en cada ronda
se forman parejas de rivales que deben
jugar un partido, quedando eliminado
el perdedor, y pasando el ganador a la
ronda. ;Cuantos partidos se jugaran en
total en el torneo?.

Problema de Conteo, para estudian-
tes de Segundo ESO y Primero de Ba-
chillerato: Para escribir los niimeros
del 1 al 10 se usan dos “unos” (el del
1 y el del 10). ;Cuantos unos se nece-
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sitan para escribir los numeros del 1
al 1000?

Problema de 4lgebra, para estudian-
tes de Primero de Bachillerato: ;Cual
es el menor valor que puede tomar la
expresion x2 + 8x? En la expresion
anterior, X puede ser entero positivo o
negativo.

Los tres problemas permiten en-
frentarlos tanto mediante estrategias
de resolucion exploratorias como ar-
gumentos mas analiticos.

Asi por ejemplo, para el primer
problema, la soluciéon podria encon-
trarse al percatarse que si cada jugador
puede perder una sola vez (mecanismo
de eliminacion), para eliminar a todos
menos uno (el ganador), debieran ha-
berse jugado 63 partidas. También po-
dria haberse seguido un razonamiento
exploratorio, deduciendo la cantidad
de jugadores “sobrevivientes” por
cada ronda y luego sumar la cantidad
de partidas: ronda 1 (32), ronda 2 (16),
ronda 3 (8), ronda 4 (4), ronda 5 (2)
y ronda 6 (Gltima ronda)(1), que tota-
liza 32+16+8+4+2+1=63 partidas. El
razonamiento exploratorio, que podria
ser asociado a una extrategia de con-
teo, suele ser acompanado de tablas o
diagramas para organizar la informa-
cion. Este problema era el mas senci-
llo de los tres elegidos.

El segundo problema, de conteo,
presentaba mayor dificultad, ya que
no tenia un referente de una situacion
concreta como lo tenia el problema
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anterior, sumado a la gran cantidad de
casos posibles al optar por la extrate-
gia exploratoria. La solucién correc-
ta es indicar un total de 301 “unos”.
Una manera intuitiva para enfrentarlo
es aquella de realizar el conteo por
grupos de nuimeros: del 1 al 10, del
11 al 100, del 101 al 1000, y desde el
recuento realizado inferir ciertos pa-
trones de cuantificacion que pudieran
permitir realizar una suma total.

En el tercer problema, de 4lgebra,
estd situado en un dominio cognitivo
superior, y surgen algunos elementos
diferentes a los anteriores, siendo la
principal dificultad el tener la clari-
dad conceptual de la diferencia entre
los conceptos matematicos “expresion
algebraica” con “ecuacion”. Una op-
cion analitica para resolver el proble-
ma podria ser aquella de transformar
la expresion en una equivalente, por
ejemplo, notando que x2 + 8x=x2 +
8x +16 - 16 =(x+4)2 -16. Luego, al
ser esta Ultima una expresion cuadra-
tica, la cual serd siempre positiva, el
menor admisible es para el caso x=-4,
obteniéndose como resultado un valor
(0)2 -16=-16, que corresponde al valor
minimo. Otra opcion para enfrentarlo
es asociar la expresion algebraica con
una parabola, y recordar o inferir al-
gunas de sus propiedades graficas. Por
ejemplo, que el valor minimo se en-
cuentra al evaluar el promedio de las
dos soluciones a la ecuacion cuadra-
tica.
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Para analizar el tipo de errores se
utilizé la clasificacion propuesta por
Saucedo (2007), la que asume que és-
tos ocurren cuando el alumno realiza
una practica (accidn, argumentacion,
entre otras) que no es valida desde el
punto de vista de la disciplina o ins-

titucionlidad matematica escolar.Es-
tos autores presentaron una clasifica-
ciéon tomando como base la realizada
por Mosvshovitz-Hadar, Zaslavsky e
Inbar (1987) que tiene las siguientes
categorias:

Tipo de .
Descripcion
Error P

A Datos mal utilizados. Lectura incorrecta del problema, no se logra entender el problema.

B Interpretacion incorrecta del lenguaje matematico. Errores debido a confusiones de simbolos
y el significado que tenian. Un ejemplo es: X3 + X = X*
Empleo incorrecto de resultados y/o definiciones. Estos son errores debidos a que se recuerda

C mal como aplicar tal resultado, formula, definiciones, etc.
Un ejemplo (X*)*=X*"?=X°

D Errores al operar algebraicamente. Errores al realizar operaciones del estilo 6 x 7 =44

E No verificacion de resultados. Se responde otra cosa, olvidando la pregunta inicial.

F Errores 16gicos. Argumentos falaces. Adopcion de patrones falsos. Generalizaciones
apresuradas.

G Errores técnicos. Errores al copiar un dato. Errores por distraccion. En este tipo se incluyen
los “errores al contar”.

Posteriormente, los investigadores
procedieron a la revision y tabulacion
de las respuestas a las tres preguntas
seleccionadas para los grupos sefia-
lados con anterioridad, consignando
las respuestas correctas y aquellas sin
respuesta. En el caso de las incorrec-
tas, se clasifico el tipo de error segun
la clasificacion de la Tabla 2, todo
ello mediante clasificaciones indepen-
dientes y criterios de concordancia de
los jueces evaluadores. Finalmente,
la informacion se tabuld en tablas de
contingencia, que permitieron aceptar
o refutar las hipotesis formuladas pre-
viamente, mediante la prueba Chi cua-
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drado. Para los analisis estadisticos, se
utilizo el software SPSS en su version
19.

Finalmente, se registraron eviden-
cias graficas (fotografias digitales) de
las hojas de respuesta, para ilustrar
adecuadamente algunos errores mas
representativos y/o de interés didacti-
co para propiciar reflexion pedagogica
en torno a su ocurrencia, y para dise-
far actividades en el aula para fomen-
tar su superacion.

En cuanto al apego a las nomas éti-
cas para la investigacion APA, es per-
tinente mencionar que el Campeonato
Escolar de Matematica es de caracter
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abierto y voluntario para los estableci-
mientos educacionales que participen,
y se rige por bases administrativas
de conocimiento publico disponibles
antes del proceso de inscripcion. En
ellas se informa en particular a todos
los eventuales participantes el hecho
que las pruebas realizadas por los es-
tudiantes pueden ser utilizadas para
fines investigativos en el area, garan-
tizando la adecuada confidencialidad
del uso de la informacion.

Resultados

En un primer nivel de analisis se
observa que los niveles de respuestas
correctas dados por los estudiantes de
los grupos examinados son similares
para el problema de tipo aritmético y
el de tipo algebraico (en torno al 41%).
Sin embargo, respecto del problema
de conteo, problema comun para estu-
diantes de Segundo de la ESO y Pri-
mero de Bachillerato, esta proporcion
cae en torno al 20% aproximadamente
del total de las respuestas analizadas,
lo que lo releva como el problema mas
dificil de resolver para los estudian-
tes examinados, especialmente para
el grupo de estudiantes de Segundo
afio de la ESO, de los cuales s6lo un
poco menos que el 7% lo resuelve co-
rrectamente, respecto del grupo de es-
tudiantes de Primero de Bachillerato,
quienes lo resuelven correctamente en
torno al 30%.

146

Al analizar la proporcion de res-
puestas correctas de los estudiantes del
género masculino, se observa que ésta
es superior a las del grupo femenino,
esto sin considerar el tipo de problema
(36,1% respecto del 25,3%, respecti-
vamente). Si se considera el tipo de
problema, se tiene que en el problema
algebraico la proporcion de respuestas
correctas del grupo masculino respecto
del femenino es 48.1% versus 33,3%;
mientras que en el problema algebrai-
co la proporcion es de un 44,9% versus
el 36,6%. En el problema de conteo
la proporcién favorece nuevamente
al grupo masculino, con un 24,7%,
respecto del 13,7% de respuestas co-
rrectas en el grupo femenino. En este
ultimo caso, si se considera ademas
el nivel educativo, se tiene que en el
caso del grupo femenino de Segundo
de ESO, so6lo una de las 31 alumnas
resuelve correctamente el problema,
en cambio, en el grupo masculino, son
9 de los 42 estudiantes quienes lo re-
suelven correctamente. En Primero de
Bachillerato, s6lo 4 de las 42 alumnas
lo resuelven correctamente, en cambio
en el grupo masculino, 19 de los 51 es-
tudiantes lo resuelven correctamente.

Analisis de los errores

Al seleccionar solo las respuestas
de aquellos estudiantes que respondie-
ron incorrectamente los problemas se
observa que la mayoria de los errores
de los estudiantes se concentran en los
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errores de tipo técnico (38,8%), segui-
dos de los errores de tipo logico (30%),
que corresponden a la categoria F y G
en la tabla de clasificacion.

Si se compara el tipo de error en
funcion del género de los estudiantes,
se observa de la Tabla 3, que los erro-
res de tipo técnico son proporcional-
mente mas frecuentes para el grupo
masculino, mientras que los errores de

tipo loégico son mas frecuentes propor-
cionalmente en el grupo femenino. Sin
embargo, al analizar el conjunto de los
errores segun el criterio de clasifica-
cion indicado en la Tabla 3, se constata
que no existen diferencias significati-
vas en las proporciones y naturaleza
de los errores en funcion del género de
los estudiantes (y2(7, N=237)= 9.700,
p=.206).

Tabla 3. Distribucion de frecuencia y tipos de errores cometidos por los estudiantes al resolver los tres tipos

de problemas en funcién del género de éstos

Género

Femenino Masculino
Tipo de Error n  Porcentaje N  Porcentaje Total Porcentaje
Datos mal utilizados 6 5.1% 7 5.9% 13 5.5%
Interpretam.on Incorr'ec.ta 0 0% 2 1.7% 2 0.8%
del Lenguaje matematico
Empleo incorrecto dere- 1.7% 5 4.2% 7 3.0%
sultados y/o definiciones
Errores al operar alge- 5 42% 6 5.0% 11 4.6%
braicamente
No verificacién de resul- 7 590, 4 349 1 4.6%
tados
Errores logicos 43 36.4% 28 23.5% 71 30.0%
Errores Técnicos 39 33.1% 53 44.5% 92 38.8%
Dos o mas tipos de errores 16 13.6% 14 11.8% 30 12.7%
Total 118 100% 119 100% 237 100%

Por otro lado, si se agrupan los
errores cometidos por los estudiantes
de acuerdo al tipo de problema (con-
teo, aritmético, algebraico), se tiene lo
siguiente:

Se observa que en este caso, para
los problemas del eje nimeros (arit-
mético y conteo), los errores que pre-
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dominan son los de tipo logico y téc-
nico, aunque estos se presentan con
predominancia en sentido inverso.
También se observa que en el caso del
problema algebraico, si bien persis-
te la predominancia del error logico,
emergen otros tipos de error, como el
mal uso de datos y el empleo incorrec-
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to de resultados (categorias Ay C de la
tabla de clasificacion), sin observarse
practicamente errores de tipo técnico.
Con la finalidad de examinar la exis-

tencia de diferencias significativas la
distribucion de los errores, se resumio
la clasificacion de la forma presentada
en la Tabla 5.

Tabla 4. Distribucion de frecuencia y tipos de errores cometidos por los estudiantes en funcion del tipo de

problema examinado

Tipo de Problema

Aritmético Conteo Algebraico
Tipo de Error n Porcentaje n Porcentaje n  Porcentaje
Datos mal utilizados 0 0% 7 5.4% 6 12.2%
Interpretacion Incor-
recta del Lenguaje 0 0% 0 0% 2 4.1%
matematico
Empleo incorrecto de
resultados y/o defini- 0 0% 0 0% 7 14.3%
ciones
Errores al operar al-
gebraicamente 4 6.8% 3 2.3% 4 8.2%
No verificaciéon de 10 16.9% 0 0% 1 2.0%
resultados
Errores logicos 34 57.6% 20 15.5% 17 34.7%
Errores Técnicos 8 13.6% 83 64.3% 1 2.0%
Dos o més tipos de 5 5.1% 16 124% 11 224%

€rrores

Se observa que en este caso, para
los problemas del eje nimeros (arit-
mético y conteo), los errores que pre-
dominan son los de tipo légico y téc-
nico, aunque estos se presentan con
predominancia en sentido inverso.
También se observa que en el caso del
problema algebraico, si bien persis-
te la predominancia del error logico,
emergen otros tipos de error, como el
mal uso de datos y el empleo incorrec-
to de resultados (categorias Ay C de la
tabla de clasificacion), sin observarse
practicamente errores de tipo técnico.
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Con la finalidad de examinar la exis-
tencia de diferencias significativas la
distribucion de los errores, se resumio
la clasificacion de la forma presentada
en la Tabla 5.

A partir de lo anterior, se verifico
la existencia de diferencias signifi-
cativas, en el tipo de error cometi-
do por los estudiantes y el problema
examinado(y2(8, N=237) =130.843, p
<.000).

Se realiz6, finalmente, un analisis
comparativo del tipo de error cometi-
do al resolver el problema de conteo,
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el cual era un problema comln para
dos de los grupos de estudiantes: Se-
gundo ESO y Primero de Bachillerato.
Si bien se observa que los

estudiantes de nivel educativo su-
perior resuelven correctamente el pro-
blema en mayor porcentaje que los es-
tudiantes de nivel secundaria (30.11%
versus 6.69% respectivamente), el

andlisis de las respuestas erroneas,
descartando aquellos estudiantes que
dejaron en blanco las pruebas (2 en
cada grupo) que se consigna en la Ta-
bla 6, deja en evidencia la inexistencia
de diferencias significativas respecto
del tipo y prevalencia de los errores de
ambos grupos(y 2(4, N=237) = 6,578,
p <.160 n.s.).

Tabla 5. Distribucion de frecuencia y tipos de errores cometidos por los estudiantes en funcion del tipo de

problema examinado

Tipo de Problema

Aritmético Conteo Algebraico
Tipo de Error n Porcentaje n Porcentaje n Porcentaje
Errores de tipo conceptual,
definiciones o lenguaje 0 0% 7 5.4% 15 30.6%
matematico
Errores al operar alge-
braicamente o no verificar 14 23.7% 3 2.3% 5 10.2%
resultados
Errores logicos 34 57.6% 20 15.5% 17 34.7%
Errores Técnicos 8 13.6% 83 64.3% 1 2.0%
Dos o mas tipos de errores 3 5.1% 16 12.4% 11 22.4%

Tabla 5. Distribucion de frecuencia y tipos de errores cometidos por los estudiantes al resolver el problema

de conteo en funcion del nivel educativo

Tipo de Problema

Aritmético Conteo Algebraico
Tipo de Error n Porcentaje n Porcentaje n Porcentaje
Errores de tipo conceptual,
definiciones o lenguaje 0 0% 7 5.4% 15 30.6%
matematico
Errores al operar alge-
braicamente o no verificar 14 23.7% 3 2.3% 5 10.2%
resultados
Errores logicos 34 57.6% 20 15.5% 17 34.7%
Errores Técnicos 13.6% 83 64.3% 1 2.0%
Dos o mas tipos de errores 3 5.1% 16 12.4% 11 22.4%
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Analisis cualitativo

Dentro del conjunto de respuestas
erroneas realizadas por los alumnos,
hay algunas que destacan por la infor-
macion que entrega su analisis visual,
en que mediante un analisis del con-
texto de resolucion o abordaje realiza-
do por los alumnos, se pueden disenar
actividades o énfasis que den lugar a
nuevos escenarios de aprendizaje con
los cuales se pueda trabajar en mejorar
la causa del error que se observa.

A modo ilustrativo, presentamos al-
gunos ejemplos para cada uno de los
problemas seleccionados.

Problema 1

Una estrategia que fue ampliamen-
te utilizada fue realizar una simulacion
dinamica del total de partidas realiza-
das mediante un diagrama. Este acer-
camiento resulta ser algo engorroso
por la cantidad de informacién a con-
siderar, con el consiguiente riesgo aso-
ciado a una incorrecta cuantificacion

de los casos totales, que puede ameri-
tar una respuesta incorrecta.

Asimismo, el concepto de “ronda”
puede ser un distractor en el proceso
de resolucion al focalizar la respuesta
en este aspecto, y no aquél relaciona-
do con la cantidad de partidos, que era
la incdgnita a revelar. Esto puede de-
berse a un problema de comprension
lectora, pero también a un estado de
ansiedad matematica relacionada con
la necesidad de disponer de un resulta-
do como consecuencia del desarrollo
del problema hasta el momento de la
inferencia equivocada.

Finalmente, relacionado con lo an-
terior, también se observa que algunos
estudiantes infieren la cantidad de par-
tidos visualizando s6lo la dindmica de
la primera ronda:

En general, sobre el problema de
los partidos de tenis, se observd un
alto nimero de respuestas sin errores,
algo medianamente esperable por lo
sencillo del problema.
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Problema 2

A diferencia de la validez del tra-
tamiento exhaustivo de casos (es de-
cir, construir y analizar todos los casos
posibles y luego inferir el resultado),
que fue predominante en la resolucion
del problema 1, en este caso, la mayor
dificultad del problema 2 es que preci-
samente, la cantidad de casos posibles
es mucho mayor, aspecto que es rapi-
damente detectado por los alumnos en
la fase exploratoria, procediendo a una
especie de clasificacion intuitiva por
categorias para realizar el recuento de
casos. Este abordaje presentd repeti-
dos problemas asociados al recuento
de los unos, especialmente en la cen-
tena del 100 al 200.

Cuando las categorias son jerarqui-
cas o complementarias, surge la posi-
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bilidad de inferir premeditadamente
cierto patron de resultados parciales,
sin que el alumno tome la precaucion
de verificar si el caso corresponde al
valor inferido, lo cual, naturalmente,
provoca un error. En el siguiente caso,
se observa un ejemplo que muestra los
parciales del recuento de casos por ca-
tegoria, que puede llevar facilmente al
alumno a inferir apresuradamente un
patrén subyacente.

También relacionado con este as-
pecto, se puede apreciar un grupo im-
portante de errores que surgen como
consecuencia de asociar un patréon in-
correcto de acuerdo al siguiente argu-
mento, en que generalmente el segun-
do célculo (que es el que presenta el
error) es aceptado por la similitud con
el primer caso, induciendo una gene-
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ralizacion algo apresurada e incorrec-
ta. Ademas, no hay a priori ninguna
razén para considerar que la cantidad
de unos, que depende de la escritura y
opciones de figurar en el numero, pre-
sente una proporcion fija :

- “Entre el 1 y el 10 hay 2 unos”
(afirmacion correcta).

- “Entreel 1 al 100 hay 20 unos” (fal-
so0, hay 21), de lo que se infiere...

- “Entre el 1 al 1000 hay 200 unos”
(afirmacion falsa).
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Problema 3 expresiones algebraicas en la ensefian-

Finalmente, en el problema 3, se
observa la evidente confusion entre los
conceptos matematicos de “expresion
algebraica” y “ecuacién de segundo
grado”, probablemente debido a que
es preferentemente en este escenario
de trabajo (ecuaciones de segundo
grado) que se contextualiza el uso de
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za. En la mayoria de los casos anali-
zados, la logica que justifica la resolu-
cion esta ausente de manera explicita,
evidecidndose un aumento notable de
errores de tipo A.

Algunos errores que surgen de esta
incorrecta identificacion expresion-
ecuacion tienen que ver con que pos-
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teriormente se asocian los resultados
de la resolucion de la ecuacion como
aquellos resultados del problema, eli-
giendo, por ejemplo, la solucion de
menor valor.

Ademas, se observan errores rela-
cionados con procesos de busqueda
por tanteo, que generalmente se aso-
cian a un repertorio de valores ente-
ros positivos, obviando el hecho que
a priori, el valor de la solucion que se
busca puede ser un numero real cual-
quiera, o bien, descartando tipos de

nimeros mediante inferencias inco-
rrectas.

Finalmente, un aspecto que parece
interesante de mencionar, que se ob-
serva también en ejercicios de desarro-
llo algebraico planteados a nivel uni-
versitario, es la aparente “obviedad”
de haber llegado al resultado o al me-
nos, a la sensacion de haber hecho una
resolucion coherente, cuando como re-
sultado de las operaciones se obtiene
la igualdad “0=0", como lo ilustra el
siguiente ejemplo.
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Discusion

El error, como fuente de informa-
cion, es un elemento que puede re-
velar como se estan produciendo los
aprendizajes. Para aprovechar su rol
informativo, es fundamental que el
profesor o profesora genere un clima
de clase en el cual el error no sea vis-
to como una falla que perjudique, sino
como una oportunidad para superarse.
De esta manera se favorece ademas la
generacion de un clima de actitudes
favorables hacia las tareas matema-
ticas, la cual ha demostrado tener un
importante efecto en el rendimiento
académico en esta area escolar (Cerda
y Pérez, 2014; Cerda, Romera, Casas,
Ortega, y Pérez, en prensa).

Se puede apreciar la variada infor-
macion que puede ser recogida al ana-
lizar los errores, sobre todo en aquellos
problemas que involucren poner en
practica estrategias de razonamiento
frente a problemas no tradicionales. El
analisis de los errores en este tipo de
problemas puede dar indicios de pro-
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cesos de induccidn, deduccion, gene-
ralizacion, conceptualizacion, y otros,
que estdn incorrectamente arraigados
en los estudiantes.

Los tres problemas elegidos por
el equipo de investigadores permitie-
ron mostrar como el tipo de error, de
acuerdo a la categorizacion elegida,
puede variar de un problema a otro.
Asi, en el problema 1, el recuento de
errores fue muy bajo, pues el proble-
ma era facilmente entendible dado que
planteaba una situaciéon medianamente
real, y practicamente todo el espectro
de estrategias a implementar era fac-
tible.

En el problema del conteo, en cam-
bio, comienzan a verse algunas dife-
rencias, pues la opcion del recuento
exhaustivo de casos no es una opcion
de facil implementacion, debiendo re-
currir a la inferencia en base a los re-
sultados parciales de los grupos de re-
cuento que define cada estudiante. La
cantidad y tipo de errores aumenta, y
resulta algo sorprendente que los erro-
res operacionales de célculo sean mas
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frecuentes en Primer Afio de Bachille-
taro y Segundo Afio de la ESO, lo que
podria deberse a que los alumnos del
curso inferior tienen alin una ejercita-
cién mas cercana con calculos aritmé-
ticos simples al no haber incursionado
aln mayormente en los dominios del
algebra.

En el caso del problema 3 (algebra),
surge el natural problema de la dificul-
tad inherente al grado de abstraccion
que requiere el trabajar con los con-
ceptos algebraicos, observandose por
parte de muchos estudiantes la iden-
tificacion “expresion algebraica” con
“ecuacion”, que podria indicar una de-
ficiencia en la construccion de conoci-
mientos previos. Se esperaba que este
problema tuviera una gran cantidad
de errores, toda vez que presenta dos
aspectos que definen un grado de di-
ficultad importante en relacion al uso
que el estudiante tiene con el algebra
del colegio: la expresion algebraica y
el valor maximo. Este Gltimo no es un
valor a encontrar por un proceso de
resolucién (por ejemplo, “busqueda
de raices”, sino un valor que surge al
realizar un proceso de analisis con ele-
mentos algebraicos).

Frente a lo anterior, el analisis pa-
reciera indicar, por el tipo de error
observado, que parte importante de
estos errores tienen origen en los pro-
cesos de ensenanza-aprendizaje tra-
dicional, en donde los ejemplos por
“transferencia analdgica” potencian el
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uso indiscriminado de técnicas sin un
fundamento teorico aparente (Goémez,
Solaz, y Sanjosé, 2012). También, pu-
diera inferirse, en el caso del proble-
ma del algebra, que el abordaje de los
contenidos algebraicos en la ensefian-
za esta poco articulado.

En todos los problemas, pero prin-
cipalmente en el de algebra, se observa
una escasa argumentacion y muchos
errores de lectura, lo que podria estar
revelando la escasa importancia que
se asigna a los procesos de argumenta-
cion y lectura critica de un problema.
Asimismo, en este problema, se ha en-
contrado un porcentaje importante de
errores relativos al incorrecto de pro-
piedades y definiciones algebraicas,
los cuales se asociarian a errores de
tipo conceptual. Los alumnos hacen
un uso inapropiado de propiedades y
definiciones cuando tratan de aplicar
reglas conocidas a ciertos problemas,
de este modo la mayoria de los errores
de deben a la aplicacion de falsas ge-
neralizaciones y sobre todo por la falta
de linealidad de algunas operaciones
(Saucedo, 2007).

Estos resultados son coincidentes
con otras investigaciones donde se
destaca la presencia de errores como
el empleo incorrecto de propiedades
y definiciones algebraicas; interpre-
tacion incorrecta del lenguaje; erro-
res al operar algebraicamente o datos
mal utilizados (Kok, 2012; Montaiiez,
y Acevedo, 2015). Segln los investi-
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gadores, los errores y dificultades en-
contradas por los estudiantes al resol-
ver este tipo de problemas no se debe
a una insuficiente ejercitacion, sino
a una falta de énfasis en los aspectos
conceptuales ligados al uso de letras
y a la falta de una conexion con las
propiedades de las operaciones numé-
ricas. Respecto de lo mismo, Garcia-
Suarez, Segovia y Lupiafiez (2011), al
examinar los procedimientos propios
incorrectos e inferencias no validas
por el estudiante, sefialan que éste
inicialmente plantea el procedimiento
a seguir, pero lo desarrolla utilizando
un procedimiento propio incorrecto,
aparentemente intentando adaptar un
conocimiento previamente adquirido
del cual le cuesta trabajo desprender-
se y pretende aplicarlo en cualquier
situacion y errores técnicos. En algu-
nos casos, son errores que estan rela-
cionados con cuestiones que han que-
dado sin resolver en la Aritmética. De
aqui que sea importante identificarlos
para tratar de corregirlos en el ambito
aritmético y que no sean un problema
afiadido a la hora de introducir el alge-
bra (Ruano, Socas, y Palarea, 2008).
Es interesante el hecho que no se
hayan detectado diferencias signifi-
cativas en el tipo de error cometido
por los estudiantes frente al problema
de conteo, por el hecho de pertenecer
a distintos niveles educativos. Aun
cuando los estudiantes de nivel educa-
tivo superior, (bachillerato) presentan
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un menor nimero de respuestas erro-
neas que los del nivel educativo infe-
rior (sexto de primaria), el examen de
sus respuestas erroneas deja entrever
con claridad que ambos grupos co-
meten errores similares, fundamental-
mente de tipo logico y técnico.

En general, para los tres tipos de
problemas examinados, se puede con-
jeturar que los alumnos que enfrentan
este tipo de problemas “de enuncia-
dos” encuentran dificultades para leer
y darle sentido a los problemas mate-
maticos, luchando por comprender el
problema, y que los errores exhibidos
por los alumnos pueden estar expli-
cados como resultado de una falta de
comprension de vocabulario matema-
tico que es usado para redactar el pro-
blema (Sepeng y Sigola 2013)..

Desde el punto de vista didéctico,
los hallazgos de la presente investiga-
cién pueden contribuir de forma sig-
nificativa, pues la constatacion de la
recurrencia de los errores de tipo 16gi-
co y técnico, parece revestir el sello de
obstaculos epistemologicos que deben
ser abordados adecuadamente. Las
descripciones cualitativas selecciona-
das graficamente pueden ser utilizadas
como soporte para la elaboracion de
situaciones de ensefianza tipo estudios
de caso, que le permitan al alumno, y
porque no decirlo al propio docente,
tomar conciencia del caracter erroneo
de su respuesta y lo inciten a modificar
sus concepciones iniciales y/o a renun-
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ciar a ellas para construir otras nuevas.

Para ello, la situacion didactica
planteada debe provocar conflicto en
la mente del alumno, de manera que le
permita observar la inconsistencia de
sus propios errores, y la busqueda de
las estrategias necesarias para su solu-
cion adecuada, sustituyendo con ello,
los conceptos falsos por la compren-
sion conceptual adecuada (Ruano, So-
cas, y Palarea, 2003). De esta forma,
el error puede ser visto como medio
motivacional y como punto de parti-
da para exploraciones matematicas
involucradas en la resolucion de pro-
blemas. Pero es necesario elegir ade-
cuados errores como puntos de partida
para la reflexiéon y exploracion, pues
cierto tipo de errores son mas motiva-
dores que otros (Borasi, 1987) .

El enfoque subyacente por incorpo-
rar en el proceso de Ensefianza-Apren-
dizaje es mas que resaltar el error es
modificar la concepcion del error como
un fendmeno anormal, como una falta,
objeto de sanciones, a las cuales el es-
tudiante buscard responder del modo
que sea, incluso, al responder “cual-
quier cosa” o negandose a responder.
Si por el contrario, el estudiante tiene
la impresion de que sus respuestas,
aun las erroneas, son tomadas en con-
sideracion, ellas se vuelven un objeto
de trabajo, que reditua de forma favo-
rable en su predisposicion a las tareas
en matematica, permitiendo un abor-
daje centrado en el problema y no en
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responder a la expectativa del docen-
te. Todo esto es muy importante, so-
bre todo cuando se ha constatado que
en general los profesores evitan en su
proceso de instruccion exponer al error
a sus estudiantes. Como consecuencia,
en su proceso de ensefianza aprendi-
zaje, tienden a formular preguntas a
las cuales los estudiantes raramente
podran dar respuestas erroneas (Rach,
Ufer, y Heinze, 2013). Al observar las
interacciones de aula en las clases de
matematica en Chile, se observa que
los profesores se focalizan en la pre-
sentacion mecanica de informacion y
la resolucion mecanica de problemas
(Araya y Dartnell, 2009; Preiss, 2009;
2011). Del mismo modo, los estudian-
tes chilenos si bien logran realizar
aplicaciones simples, como problemas
de operatoria sencilla y rutinarios, los
jovenes chilenos presentan serias difi-
cultades para resolver problemas que
exigen razonamientos analiticos y me-
canismos de evaluacién, y tampoco
son capaces de realizar aplicaciones a
las situaciones cotidianas, a partir de
la Matematica (Eyzaguirre y Le Fou-
16n, 2001; MINEDUC, 2009; 2010a;
2010b)

Limitaciones del estudio. Un mis-
mo error puede aparecer en diferentes
procesos de resolucion, lo que dificul-
ta una clasificacion definitiva y una
jerarquia del mismo. Las categoriza-
ciones realizadas son empiricas y por
lo tanto debemos tener en cuenta las
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limitaciones del modelo; sin embargo
se pueden fundamentar desde la prac-
tica y ser de utilidad para docentes y
autoridades interesados en el diagnds-
tico, tratamiento y superacion de erro-

res. Finalmente, es importante sefialar
que en la medida en que los ejercicios
han sido corregidos por un docente, el
registro grafico de las respuestas pue-
de contener anotaciones de éste.
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